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Resumo	
Neste trabalho investigamos as propriedades topológicas das redes bancárias e 
construímos a árvore geradora mínima (MST), que é baseada no conceito de ultrametricidade, 
utilizando a matriz de correlações para um grande número devariáveis bancárias. Os 
resultados empíricos sugerem que os bancos privados e estrangeiros tendem a formar grupos 
dentro da rede e, além disso, os bancos com diferentes tamanhos são também fortemente 
ligados entre si e tendem a formar aglomerados. Estes resultados são robustos ao uso de 
diferentes variáveis para a construção da rede, como a lucratividade dos bancos, ativos, 
patrimônio, receitas e empréstimos. Utilizamos também a metodologia da MST e sua árvore 
taxonômica para investigar as propriedades topológicas da estrutura a prazo da rede das taxas 
de juros brasileira, usando a matriz de correlação entre as taxas de juros de diferentes 
vencimentos. 
Nós mostramos que a taxa de juros de curto prazo é a mais importante dentro da rede das 
taxas de juros, que está em consonância com a hipótese de expectativas de taxas de juros e, 
além disso, descobrimos que a rede taxas de juros brasileira forma aglomerados por prazo de 
vencimento.  
Palavras-Chave: Redes Complexas, econofísica, mercados emergentes, árvore geradora 
mínima, setor bancário, taxas de juros, estrutura de vencimentos das taxas de juros. 
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1 Introdução	
 
A literatura atual tem utilizado a teoria das redes complexas para desvendar algumas 
características importantes de redes econômicas focando particularmente em redes geradas 
por correlações de preços de ações (Mantegna, 1999; Bonanno et al., 2000; Bonanno et al., 
2003; Onnela et al.,2003a; Onnela et al., 2003b; Jung et al., 2006; Jung et al., 2008; Coelho et 
al., 2007a; Coelho et al., 2007b). Essa mesma abordagem pode ser usada com sucesso para 
explorar a topologia das correlações encontradas no setor bancário brasileiro. Este estudo é 
particularmente interessante, pois nos permite analisar uma grande variedade de 
características bancárias, tais como, ativos totais, patrimônio, receitas, lucros e empréstimos 
totais para desenvolver interações bancárias, que formam um sistema complexo.  
Vários motivos tornam o setor bancário brasileiro um caso interessante a ser estudado, 
sendo o primeiro, o fato do setor bancário brasileiro ser um dos mais importantes da América 
Latina, devido principalmente à solidez e a maturidade de seus bancos e, em segundo lugar, o 
grande número de bancos estrangeiros que se fazem presentes na rede bancária, o que permite 
estudar se esses bancos formam aglomerados na rede e as possíveis implicações desse 
resultado. Além disso, os bancos públicos continuam a desempenhar um papel importante na 
economia, apesar dos esforços de privatização que ocorreram na década de noventa, e, 
portanto, estudar sua importância relativa na rede pode adicionar alguns insights sobre a 
organização bancária brasileira. 
Neste trabalho, iremos estender a nossa análise ao estudarmos uma rede gerada por 
diversos vencimentos de juros 1  e o objetivo principal é de caracterizar a topologia e a 
taxonomia das redes de taxas de juros e estudar a dinâmica dessas redes. A rede brasileira de 
taxas de juros apresenta um caso interessante por diversos motivos, dentre eles, o fato de ser 
um dos mais importantes na América Latina e também de existir um mercado de títulos bem 
desenvolvido. Além disso, há um grande número de taxas de juros para os diferentes 
vencimentos - o que permite testar a hipótese das expectativas das taxas de juros, que é uma 
das principais teorias para explicar a dinâmica das taxas de juros 2. 
                                                            
1 A estrutura de prazo das taxas de juros pode ser definida como a relação entre as taxas de juros e o prazo 
para o vencimento. 
2 A hipótese das expectativa de taxas de juros, afirma que as taxas de juro de longo prazo são formadas 
basicamente como as expectativas futuras das taxas de juros de curto prazo. 
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Este trabalho contribui à literatura, ao explicar se a hipótese das expectativas para as 
taxas de juros se mantém para a estrutura de vencimentos das taxas de juros brasileira. Por 
esta razão, o estudo da rede de taxas de juros é um assunto de grande relevância e nossa 
análise pretende mostrar como os diferentes vencimentos dessas taxas se relacionam para 
formar uma rede e como se dá essa relação através de ferramentas de teoria gráfica. Este é um 
tema de extrema importância, pois pode revelar padrões dentro da rede de taxas de juros.  
O restante do trabalho está estruturado conforme a seguir. No próximo capítulo é feita 
uma revisão da literatura das redes do setor bancário brasileiro e das taxas de juros, enquanto 
o Capítulo 3 apresenta a metodologia, os procedimentos de amostragem, os dados e os 
resultados para o setor bancário. No Capítulo 4 é apresentada a metodologia, os 
procedimentos de amostragem, os dados e os resultados empíricos para a rede de taxas de 
juros e no Capítulo 5, as conclusões e considerações finais.  
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2 Revisão	Bibliográfica	
 
Existe uma extensa literatura sobre o estudo das propriedades topológicas das redes, as 
quais possuem uma taxonomia econômica associada muito significativa. Mantegna (1999), 
num trabalho seminal, mostra que a árvore geradora mínima (MST) e a árvore ultamétrica 
subdominante associada a esta MST, obtida a partir de uma matriz de distâncias, fornece um 
espaço topológico para as ações de uma carteira, negociadas no mercado financeiro. Esta 
topologia é útil para descrever os mercados financeiros e na busca de fatores econômicos 
comuns que afetam grupos específicos de ações. Bonanno et al. (2000) reviram a abordagem 
de correlação baseada em redes de preços das ações financeiras e descobriram que o estudo da 
correlação-base de redes financeiras é um método fecundo, capaz de filtrar informações 
econômicas a partir da matriz de coeficiente de correlação de um conjunto de séries temporais 
fiananceiras. A topologia da rede detectada pode ser utilizada para validar ou refutar simples, 
embora generalizados, modelos de mercado. Em outro trabalho, Bonanno et al. (2003) 
compararam as propriedades topológicas da árvore geradora mínima (MST) de dados 
empíricos gravados no New York Stock Exchange (NYSE) com MSTs obtidas a partir de 
modelos simples de uma carteira dinâmica e acharam que a árvore empírica tem 
características de uma rede complexa que não pode ser reproduzida, assim como uma 
primeira aproximação, por um modelo de mercado aleatório e pelo modelo de um factor-
generalizada. Onnela et al. (2003a), estudaram a dinâmica de árvores de ativos aplicando à 
análise de carteiras e demostraram que a árvore evolui ao longo do tempo e descobriram que o 
comprimento normalizado da árvore diminui e permanece baixo durante uma crise. Em outro 
trabalho, Onnela et al. (2003b) deram uma demonstração de como o proeminente crash da 
bolsa de 1987, que culminou na Segunda-Feira Negra, pode ser visto a partir da perspectiva 
de árvores de ativos dinâmicas. Jung et al. (2006) apresentam uma estrutura de rede do 
mercado de ações coreano com a sua árvore geradora mínima (MST) através da matriz de 
correlação. Eles descobriram que o mercado acionário da Coréia, um dos mercados 
emergentes, não forma aglomerados do setor empresarial ou das categorias da indústria e que 
estes clusters somente eram formados quando o índice MSCI (Morgan Stanley Capital 
International Inc.) era explorado. 
Sorensen e Gutierrez (2006) aplicaram técnicas de análise de cluster para examinar o 
grau de integração financeira na área do euro, com foco no setor bancário, utilizando tanto um 
método clássico de cluster hierárquico quanto um método de suavização, que é especialmente 
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adequado para a análise de alterações nos agrupamentos ao longo do tempo e descobriram que 
os países da zona euro, em geral, tornaram-se mais homogêneos depois da introdução do euro. 
É pequeno o número de trabalhos e de pesquisas que foram aplicadas a sistemas bancários 
dentro da literatura econofísica. Cajueiro e Tabak (2006) fizeram pesquisas nessa área e 
testaram para a presença de bolhas racionais em índices de ações bancárias e eles descobriram 
que a hipótese de não bilinearidade da raiz unitária é rejeitada e também que a dinâmica dos 
preços dos ativos bancários em países desenvolvidos e nas economias emergentes estão em 
conformidade com bolhas racionais e alta especulação. Em outro trabalho, Cajueiro e Tabak 
(2008) analisaram a estrutura da rede interbancária brasileira utilizando uma abordagem 
baseada em redes complexas e encontraram uma fraca evidência de estrutura de comunidade, 
grande heterogeneidade da rede bancária e que este mercado é caracterizado por centros 
monetários com exposições a muitos bancos.  
Usando a abordagem MST, Coelho et al. (2007a) estudaram o grau e a evolução da 
interdependência entre os mercados acionários mundiais e descobriram que há uma forte 
tendência dos mercados se organizarem por localização geográfica e que as correlações 
médias mostram tendência de aumento ao longo de todo o período. Por outro lado, as 
distâncias médias na árvore geradora mínima e nas camadas ocupacionais médias vêm 
mostrando uma tendência declinante. Finalmente, mostram que ainda que os clusters de um 
determinado período estejam homogêneos, a probabilidade de eles permanecerem estáveis ao 
longo do período de uma determinada carteira é pequena. 
Di Matteo et al. (2004a) pesquisaram dados semanais de taxas de juros nos mercados 
monetário e de capitais, ao longo de 16 anos, descobrindo que as correlações dentro das 
aglomerações estiveram fortes em cada parte do período sob análise. Em outro trabalho, Di 
Mateo et al. (2004b) propõem um método geral para estudar a organização hierárquica de 
dados financeiros, ao incorporar a estrutura de suas correlações em gráficos métricos em 
espaços multidimensionais. Os gráficos resultantes contêm a MST como um sub-gráfico, 
preservando sua estrutura hierárquica e mostrou-se também que esse procedimento de 
incorporação pode incluir superfícies de tipo mais elevado, desta forma construindo redes 
com diferentes graus de complexidade e teor informativo ajustados. 
Apesar de amplas evidências de que a teoria de redes pode ser útil na análise das 
bolsas de valores, poucas pesquisas, p. ex. as de Di Matteo et al. (2004a;) e Di Matteo et al. 
(2004b), focaram o mercado de renda fixa e, no entanto, esses trabalhos não pesquisaram a 
11 
 
questão, se a hipótese das expectativas das taxas de juros se mantém. Neste trabalho, iremos 
caracterizar a rede brasileira de renda fixa, testando a hipótese das expectativas. 
A hipótese das expectativas (EH), que afirma que a taxa de juros de longo prazo é a 
média das futuras taxas de curto prazo esperadas, mais um prémio de risco independente, é 
uma maneira conveniente de lidar com a estrutura de vencimentos. A EH foi pesquisada por 
muitos pesquisadores (Seo, 2003; Jondeau e Ricart, 1999; Camarero e Tamarit, 2002; 
Gerlach, 2003; Longstaff, 2000; Carriero et al., 2006; Tabak, 2009; Christiansen, 2003; 
Curthbertson et al., 2000), entretanto, as evidências empíricas variam de pesquisa para 
pesquisa, dependendo de qual a implicação testada, qual o segmento da curva de rendimento 
examinado e qual o período pesquisado. 
Longstaff (2000) testou a hipótese das expectativas na ponta da estrutura de 
vencimentos extremamente curta, usando taxas de recompra de curto prazo. Seo (2003) 
mostra o efeito dos custos de transição na possibilidade de previsões da estrutura de 
vencimentos das taxas de juros e descobriu que somente se o spread dos vencimentos supera 
os parâmetros de threshold é que a taxa de juros de curto prazo corresponde ao spread de 
vencimentos passado 3. Ele também sugere o modelo de correção de erros de threshold, que é 
consistente com o fato estilizado da estrutura de vencimentos. O modelo de co-integração de 
threshold supera o modelo linear de co-integração e o modelo da caminhada aleatória e, 
portanto, pode ser usada na avaliação da política monetária e das previsões econômicas. 
Jondeau e Ricart (1999) propõem uma abordagem alternativa à testagem da EH que 
leva em consideração a potencial não-estacionaridade das taxas de juros, dentro do arcabouço 
de um modelo de correção de erros (ECM). Eles também testaram a EH para as taxas em euro 
nos EUA, Alemanha, França e o Reino Unido, no período de 1975 a 1997 e descobriram que 
quase nunca rejeitam a teoria para as taxas francesas e do Reino Unido, ao passo que 
geralmente rejeitam a teoria para as taxas americanas e alemãs. Christiansen (2003) testou a 
EH, usando a regressão da taxa futura e, numericamente, ele descobriu que a EH estava 
próxima do nível de aceitação. Para um grande conjunto de dados, a EH é estatisticamente 
rejeitada para vencimentos entre 1 ano e 25 anos e para um conjunto de dados mais curto, não 
foi possível rejeitar a EH e esses resultados não variam com o vencimento das taxas futuras 4. 
Brown et al. (2008) descobriram que as expectativas se mantêm quando as taxas são 
menos voláteis, ou quando estamos entrando num período de menor volatilidade. Gerlach 
                                                            
3 Spreads de longo prazo são taxas de juros de longo prazo, menos taxas de juros de curto prazo. 
4 Taxa futura é uma projeção das taxas de juros futuros, calculada a partir de taxas à vista ou da curva de 
rendimentos. 
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(2003) descobriu que os spreads de vencimentos não contêm informações sobre as taxas 
futuras de curto prazo; da mesma forma, a EH foi firmemente rejeitada pelos dados. Ele 
implementou uma versão modificada da EH, incorporando prêmios que variam com o prazo 
de vencimento; não pôde rejeitar a hipótese e, além disso, verificou que a hipótese de que os 
parâmetros tenham sido constantes antes e depois do início da crise asiática de julho de 1997 
não foi rejeitada. 
Esteve (2006) usando Modelos Vetoriais Autorregressivos (VAR), testou a co-
integração de threshold da estrutura de taxas de juro espanhola no período 1980-2002 e testou 
também a hipótese das expectativas no contexto da teoria de co-integração - o que sugere que 
as taxas de juros de longo e curto prazo estão ligadas por uma relação de longo prazo com os 
parâmetros (1, -1), isto é, que o spread das taxas de juros é média reversiva. Ele descobriu que 
a co-integração não linear entre taxas de juros de longo e curto prazo é rejeitada, o que 
significa que um modelo linear de co-integração forneceria uma descrição empírica adequada 
da estrutura de vencimentos das taxas de juros espanhola. Camarero e Tamarit (2002) 
aplicaram diversos testes, usando como exemplo a hipótese de expectativas da estrutura de 
vencimentos das taxas de juros e seus resultados são consistentes com a existência de co-
integração entre as taxas de juros espanholas de longo e curto prazos, com vetor (1, -1), 
conforme prediz a teoria. 
Usando técnicas de co-integração, Tabak (2009) testou a hipótese de expectativas 
(EH) para vencimentos de 1 a 12 meses, no mercado brasileiro e encontrou evidências que 
sugerem que para o período de 1995 a 2006, a implicação de co-integração parece  se manter, 
em geral. Também encontrou evidências fortes em apoio à causalidade das taxas de curto para 
longo prazo, e também na direção oposta e as evidências empíricas apoiaram a teoria das 
expectativas da estrutura de vencimentos das taxas de juros. 
Cuthbertson et al. (2000) testaram a teoria das expectativas da estrutura de 
vencimentos das taxas de juros para o mercado monetário alemão, na ponta curta da gama de 
vencimentos, usando várias medidas e usaram a metodologia VAR para predizer os futuros 
juros. A metodologia VAR, com base na literatura de co-integração, permite a consideração 
explícita da potencial não-estacionariedade dos dados, o que possibilitou descobrirem que os 
resultados tendem a apoiar a hipótese, e a EH pode adequadamente caracterizar os dados 
alemães; pois sob as metas de oferta de moeda, os juros têm sido relativamente voláteis, 
porém não extremamente voláteis, devido ao firme posicionamento antiinflacionário de longo 
prazo do Bundesbank. 
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Em geral, a literatura tem sugerido que é possível descobrir a formação de clusters 
dentro de bolsas, bancos e redes de commodities e que é possível definir uma taxonomia para 
as unidades populacionais dentro da rede. Estes resultados são importantes e têm muitas 
implicações para a concepção de portfólios e de modelos de gestão de risco. De modo geral, 
pouco se sabe sobre a topologia de redes de taxas de juros e suas propriedades dinâmicas e 
este trabalho visa preencher esta lacuna. Nós seguimos essa literatura e implementamos esses 
métodos também para o setor bancário brasileiro. 
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3 Redes	de	Bancos	Brasileiros	5	
 
Usamos os dados sobre os ativos de bancos para o período de 2000 a 20076 e esses 
dados foram coletados em uma base semi-anual e, portanto, a matriz de correlação deve 
representar tendências de longo prazo. Variações nos ativos bancários foram calculados pela 
variação logarítmica do ativo ݀ሺܣ௧ሻ ൌ lnሺܣ௧ሻ െ ln	ሺܣ௧ିଵሻ, onde ܣ௧  é o ativo do banco no 
semestre t. 
Usando esta variável calcula-se a função de correlação cruzada como: 
ߩ௜,௝ ൌ
〈݀ܣ௜	.		݀ܣ௝〉 െ 〈݀ܣ௜〉〈݀ܣ௝〉
ටሺ〈݀ܣ௜ଶ〉 െ 〈݀ܣ௜〉ଶሻሺ〈݀ܣ௝ଶ〉 െ 〈݀ܣ௝〉ଶሻ
 
em que〈݀ܣ௜〉	representa a média estatística de	݀ܣ௜,௧	para um dado período de tempo e todas as 
correlações cruzadas variam de -1 a 17. A matriz ߩ௜,௝ tem ordem	݊ ൈ ݊	se houver ݊ bancos na 
amostra e é simétrica como ߩ௜,௝= ߩ௝,௜. Nós gostaríamos de construir uma MST para estudar a 
topologia de tais redes mas, para isso, a MST requer a utilização de uma variável que possa 
ser interpretada como a distância, satisfazendo os três axiomas de distância euclidiana. Assim, 
a fim de construir uma matriz de distâncias da rede bancária, nós transformamos esta matriz 
empregando a distância métrica ݀௜,௝ ൌ ඥ2ሺ1 െ ߩ௜,௝ሻ	, onde	ߩ௜,௝	é a correlação entre mudanças 
nos ativos dos bancos i e j8. 
Se os bancos compartilham as mesmas tendências, então as correlações devem ser 
positivas, ou seja, quando o banco A tem um aumento ou diminuição nos lucros, em seguida, 
se o banco B tem também um aumento ou diminuição nos lucros, em média, a correlação 
seria positiva. Portanto, as correlações positivas refletem que os bancos possuem 
características semelhantes e estão ligados nesse sentido e compartilham as mesmas 
tendências, enquanto os bancos anti-correlacionados, têm distâncias maiores, assim como 
devem ter características e comportamentos distintos. Por estas razões, acreditamos que faz 
sentido a construção da rede usando semelhanças entre os bancos, utilizando pequenas 
                                                            
5 Estudo baseado no tabalho de Serra (2009) “Topological properties of bank network: the case of Brazil”, 
publicado em International Journal of Modern Physics C. 
6Todos os bancos comerciais que tinham informações para todo o período entraram na análise. 
7Um valor de	ߩ௜,௝ = 1 implica que os bancos têm uma correlação perfeitaentre eles, enquanto um valor de	ߩ௜,௝=-1 
sugere que esses bancos são perfeitamente anti-correlacionados. 
8Esta métrica satisfaz os três axiomas dadistância Euclidiana: (i) ݀௜,௝= 0 se, e somente se, i = j; (ii) ݀௜,௝	ୀ ௝݀,௜, e 
(iii) ݀௜,௝≤݀௜,௞+݀௞,௝. 
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distâncias para os bancos correlatos e mostrando que a rede, usando as definições acima, é 
bem definida. 
A MST é um gráfico que conecta todos os ݊ nós do gráfico com ݊ െ 1	arestas, tal que 
a soma de todos os pesos das arestas dado por ∑ ݀௜௝௜,௝∊஽ , seja mínimo e D seja a matriz de 
distâncias. A MST extrai informações significativas a partir da matriz de distâncias e reduz o 
espaço de informação a partir de ௡ൈሺ௡ିଵሻଶ  correlações de ݊ െ 1	arestas da árvore, e é a árvore 
de amplitude do comprimento mais curto usando o algoritmo de Kruskal de ݀௜,௝ e, portanto, é 
um gráfico sem ciclos conectando todos os nós com ligações9.  
Defina a distância máxima݀௜௝∗ entre dois bancos sucessivos quando se deslocam 
do banco ݅	para banco ݆	sobre o caminho mais curto da MST ligando estes dois bancos10, 
assim, a distância ݀௜௝∗ satisfaz os axiomas de distância euclidiana acima e também a 
desigualdade ultramétrica seguinte:  
݀௜,௝ ൑max[݀௜,௞	,݀௞,௝] 
 
A distância ultramétrica subdominante ݀௜௝∗  nos algoritmos de clustering foi usada e 
empregamos os métodos de agrupamento simples e completo de ligação, onde o primeiro é 
um dos métodos mais simples de agrupamento hierárquico. A característica que define o 
método é a de que distância considerada é tida como a distância entre o mais próximo par de 
nós. No método de ligação simples a distância entre cada par de nós possível (i, j) é calculada, 
e o valor mínimo destas distâncias é dito para ser a distância entre os nós ݅ e ݆ e, em cada 
estágio de agrupamento hierárquico, os nós ݅	e	݆	para os quais ݀௜,௝ é mínimo, são mesclados. 
O método de ligação completa é o oposto de um método de ligação simples e a 
distância entre os nós é agora definida como a distância entre o par mais distante de nós. O 
valor máximo destas distâncias é dito para ser a distância entre os nós ݅ e ݆ e a distância entre 
dois nós é dado pelo valor da maior ligação entre os nós. 
                                                            
9O algoritmo de Kruskal tem as seguintes etapas: (1) Escolha um par de bancos com a distância mais próximae 
conecte-os com uma linha proporcional a esta distância; (2) Conecte o par com a segunda menor distância; (3) 
Ligue o próximo par que não esteja ligado por uma mesma árvore, e (4) Repita o passo três até que todos os 
bancos estejam conectados em uma árvore. 
10Esta distânciaé chamada de distância ultramétrica subdominante e um espaço ligado por estas distâncias 
fornece um espaço topológicoque tem associada uma hierarquia indexada única. 
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3.1 Medidas	de	redes	ponderadas	
 
Calculamos uma variedade de medidas de rede para caracterizar a rede de bancos, 
dentre elas, está uma variável chamada poder de dominação, que mede os nós individuais que 
são capazes de encontrar a centralidade em uma rede e que leva em consideração a direção e o 
peso das relações. Van den Brink e Gilles (2000) desenvolverama medida de dominação 
baseada no grau, chamada de β-valor, conforme descrito abaixo: 
ߚሺ݅ሻ ൌ෍ݓሺ݅, ݆ሻߣሺ݆ሻ
௡
௝ୀଵ
 
onde	ݓሺ݅, ݆ሻ	é o peso das ligações conectadas ao vértice i e ߣ௝ é o peso da dominação 
do nó j dado por 
ߣሺ݆ሻ ൌ෍ݓሺ݅, ݆ሻ
௡
௜ୀଵ
 
Juntamente como grau de um nó, uma medida muito significativa das propriedades da 
rede, em termos dos pesos, é obtida observando a força do vértice, chamada ௜ܵ  e definida 
como: 
௜ܵ ൌ ෍ ݓ௜,௝
௝∊ϓሺ௜ሻ
 
onde a soma ocorre ao longo do conjunto	ϓሺ݅ሻ	de vizinhos de i. A força de um nó integra a 
informação tanto da conectividade quanto da importância dos pesos das suas ligações, e pode 
ser considerada como a generalização natural da conectividade. Quando os pesos são 
independentes da topologia, obtemos ݏ ≃ 〈ݓ〉݇, onde 〈ݓ〉 é o peso médio e, na presença de 
correlações obtemos, em geral,  ݏ ≃ ܣ݇ఉ onde ߚ=1 e A ≠ 〈ݓ〉 ou ߚ˃1. 
Outra medida que calculamos foi a entropiada rede, que é dada por: 
ܪ ൌ െ෍ܲሺ݇ሻ log൫ܲሺ݇ሻ൯
௞
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O valor máximo da entropia é determinado para um grau de distribuição uniforme, enquanto 
que o valor mínimo é zero (todos os vértices têm o mesmo grau)11 e esta medida proporciona 
a heterogeneidade média da rede. 
 
3.2 Dados	
 
Foram avaliados 72 bancos, utilizando um painel equilibrado, operando no sistema 
bancário brasileiro para o período de 2000 a 2007 e utilizamos informações sobre os ativos 
totais, patrimônio, empréstimos totais, os lucros e as receitas totais das intermediações 
financeiras, além de construírmos a rede usando a correlação de distâncias entre os bancos da 
amostra, seguindo a metodologia de Mantegna (1999). 
Nós estudamos o papel dos diferentes bancos na rede construída usando a MST 
anterior, baseada no conceito de ultrametricidade e comparamos o papel dos bancos por 
tamanho e propriedade. A variável tamanho, que é categórica, assume as seguintes categorias: 
grandes, médios, pequenos e micro bancos. O Banco Central do Brasil classifica o tamanho 
dos bancos com base nos ativos totais acumulados: até 75% como grandes bancos, entre 75% 
e 90% como bancos médios, entre 90% e 99% para os bancos pequenos e, micro para todos os 
restantes. Uma vez que a maioria das variáveis dos bancos podem ter tendências e, portanto, 
são não-estacionárias, a matriz de correlação pode produzir resultados falsos e para superar 
este problema potencial, seguimos a literatura e utilizamos as mudanças de log para construir 
a matriz de correlações e a matriz de distâncias associada. 
A variável propriedade pode ser definida nas seguintes categorias: bancos 
estrangeiros, bancos privados nacionais, bancos com participação estrangeira e bancos 
estatais. Os bancos nacionais com participação estrangeira incluem os bancos em que 
investidores estrangeiros mantêm uma participação igual ou superior a 10% e inferior a 50% 
no patrimônio total, enquanto os bancos estrangeiros incluem bancos em que os investidores 
mantêm mais de 50% do patrimônio total. Os bancos estatais são definidos como aqueles em 
que o governo brasileiro detém mais de 50% do patrimônio total. 
 
 
                                                            
11Os pesos relativos da matriz de distâncias são utilizados para calcular as probabilidades. 
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3.3 Resultados	empíricos	
 
 
A árvore hierárquica juntamente com a MST fornece informações úteis para que 
possamos investigar o número e a natureza dos fatores comuns que afetam os grupos de 
bancos que estão presentes em nossa amostra, assim como, a análise nos mostra que a 
influência desses fatores econômicos é específica para cada grupo de bancos. 
Os bancos ou grupos de bancos com altos valores das distâncias ݀௜,௝  são influenciados 
por fatores que são específicos para esses bancos e, para valores baixos de ݀௜,௝, os bancos são 
afetados, tanto por fatores que são comuns a todos os bancos como por fatores que são 
específicos para o grupo considerado de bancos. O comprimento dos segmentos observados 
para cada grupo, quantifica a relevância relativa destes fatores e os padrões que podemos 
observar são que, se os valores das distâncias de	݀௜,௝	são baixos, os grupos de bancos tendem 
a formar aglomerados fortes e para valores elevados de	݀௜,௝	estas relações tendem a ser fracas. 
O setor bancário brasileiro tem grupos de bancos fortemente ligados em clusters, mas as 
ligações entre esses grupos são significativamente fracas e este fato ocorre porque os bancos, 
com tendência a sofrer mais influência de riscos externos tendem a criar clusters mais 
completos e robustos. 
Analisando os valores de ݀௜,௝ para cada característica, podemos confirmar estas 
observações, achando valores de ݀௜,௝	que variam de 0 a um valor máximo, inerente para cada 
característica. Os valores máximos que foram encontrados são de 1,98 para receitas, 1,93 para 
patrimônio, 1,98 para os lucros, 1,90 para os empréstimos e 1,92 para os ativos totais, 
confirmando que o setor bancário brasileiro é heterogêneo para todas as características. 
A Figura 1 apresenta a MST e a taxonomia da árvore hierárquica ultramétrica 
subdominante associada à MST, para uma rede baseada nas distâncias dos ativos bancários e 
apresentamos a rede baseada na propriedade do banco: Bancos Privados (P), Bancos 
Estrangeiros (F), Bancos com Participação Estrangeira (FP), e Bancos Estatais (ST). A Figura 
2, por outro lado apresenta a mesma rede, mas focando no tamanho dos bancos: Bancos 
Pequenos (S), Micro Bancos (M), Bancos Médios (MD) e Grandes Bancos (L). 
A árvore de MST e a taxonomia apresentada na Figura 1, usando a estrutura baseada 
na propriedade, sugerem a emergência de clusters, o que pode ser visto pelo lado superior 
esquerdo da MST, onde há a formação de um cluster que tem bancos predominantemente 
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privados (P), enquanto que no lado superior direito há um aglomerado em que há participação 
predominantemente de bancos externos (F) e com participação estrangeira (FP). Os bancos 
estatais são mais distribuídos em toda a rede. 
Da Figura 2, podemos ver que os aglomerados parecem ser bastante heterogêneos com base 
no tamanho dos bancos, o que sugere que pode haver complementariedades importantes entre 
estes bancos. 
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Figura 1. (a) Gráfico da MST de uma rede baseada na topologia das distâncias dos ativos bancários. O 
formato do nó é baseado na propriedade do banco. A correspondência é: elipse para Privado; elipse preta 
para bancos estrangeiros; quadrado para bancos com participação estrangeira e diamante para os bancos 
estatais, (b) Gráfico da taxonomia hierárquica da árvore ultramétrica subdominante associada à MST de 
distâncias dos ativos bancários. A correspondência é baseada na propriedade do banco: (P) para os bancos 
privados; (F) para bancos estrangeiros; (FP) para os bancos com participação estrangeira, e (ST) para os 
bancos estatais. 
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Figura2. (a) Gráfico da MST de uma rede baseada na topologia das distâncias dos ativos bancários. O 
formato do nó é baseado no tamanho do banco. A correspondência é: Elipse preta para bancos 
pequenos,elipse para bancos de tamanho micro, diamante para bancos médios e quadrado para os grandes 
bancos, (b) Gráfico da taxonomia hierárquica da árvore ultramétrica subdominante associada à MST de 
distâncias dos ativos bancários. A correspondência é baseada no tamanho do banco: (M) para bancos de 
tamanho micro; (S) para bancos pequenos; (MD) para bancos médios;e (L) para os grandes bancos. 
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A Figura 3 apresenta a MST e a árvore ultamétrica subdominante associada à MST, 
para uma rede baseada nas distâncias dos patrimonios dos bancos e focada na propriedade dos 
bancos, enquanto a Figura 4 apresenta a mesma rede mas focando no tamanho dos bancos. 
Neste caso, observamos alguns aglomerados de bancos privados (P), mas também 
observamos que os agrupamentos são heterogêneos quando nos concentramos no tamanho 
dos bancos. 
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Figura 3. (a) Gráfico da MST de uma rede baseada na topologia das distâncias dos patrimônios dos bancos. 
O formato do nó é baseado na propriedade do banco. A correspondência é: elipse para Privado; elipse preta 
para bancos estrangeiros; quadrado para bancos com participação estrangeira e diamante para os bancos 
estatais, (b) Gráfico da taxonomia hierárquica da árvore ultramétrica subdominante associada à MST de 
distâncias dos patrimônios dos bancos. A correspondência é baseada na propriedade do banco: (P) para os 
bancos privados; (F) para bancos estrangeiros; (FP) para os bancos com participação estrangeira, e (ST) 
para os bancos estatais. 
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Figura 4. (a) Gráfico da MST de uma rede baseada na topologia das distâncias dos patrimônios dos bancos. 
O formato do nó é baseado no tamanho do banco. A correspondência é: Elipse preta para bancos pequenos, 
elipse para bancos de tamanho micro, diamante para bancos médios e quadrado para os grandes bancos, (b) 
Gráfico da taxonomia hierárquica da árvore ultramétrica subdominante associada à MST de distâncias dos 
patrimônios dos bancos. A correspondência é baseada no tamanho do banco: (M) para bancos de tamanho 
micro; (S) para bancos pequenos; (MD) para bancos médios; e (L) para os grandes bancos 
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As Figuras 5, 7 e 9 apresentam a MST e a árvore ultamétrica subdominante associada 
à MST, para uma rede com base nas distâncias dos lucros dos bancos, das receitas e dos 
empréstimos e baseada também na propriedade dos bancos, e as Figuras 6, 8 e 10 apresentam 
a mesma rede, mas mostrando o tamanho dos bancos. Resultados empíricos mostram 
semelhanças às descobertas anteriores, sugerindo que os bancos privados e estrangeiros 
parecem estar em clusters, ao passo que quando nos concentramos no tamanho dos bancos, os 
clusters são heterogêneos. Fizemos a mesma análise utilizando uma matriz de adjacência com 
uma correlação maior do que 0,5 ou 0,6 como um limiar, e resultados qualitativos são 
semelhantes (não mostrados). 
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Figura 5. (a) Gráfico da MST de uma rede baseada na topologia das distâncias dos lucros dos bancos. O 
formato do nó é baseado na propriedade do banco. A correspondência é: elipse para Privado; elipse preta 
para bancos estrangeiros; quadrado para bancos com participação estrangeira e diamante para os bancos 
estatais, (b) Gráfico da taxonomia hierárquica da árvore ultramétrica subdominante associada à MST de 
distâncias dos lucros dos bancos. A correspondência é baseada na propriedade do banco: (P) para os bancos 
privados; (F) para bancos estrangeiros; (FP) para os bancos com participação estrangeira, e (ST) para os 
bancos estatais. 
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Figura 6. (a) Gráfico da MST de uma rede baseada na topologia das distâncias dos lucros dos bancos. O 
formato do nó é baseado no tamanho do banco. A correspondência é: Elipse preta para bancos pequenos, 
elipse para bancos de tamanho micro, diamante para bancos médios e quadrado para os grandes bancos, (b) 
Gráfico da taxonomia hierárquica da árvore ultramétrica subdominante associada à MST de distâncias dos 
lucros dos bancos. A correspondência é baseada no tamanho do banco: (M) para bancos de tamanho micro; 
(S) para bancos pequenos; (MD) para bancos médios; e (L) para os grandes bancos. 
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Figura 7. (a) Gráfico da MST de uma rede baseada na topologia das distâncias das receitas dos bancos. O 
formato do nó é baseado na propriedade do banco. A correspondência é: elipse para Privado; elipse preta 
para bancos estrangeiros; quadrado para bancos com participação estrangeira e diamante para os bancos 
estatais, (b) Gráfico da taxonomia hierárquica da árvore ultramétrica subdominante associada à MST de 
distâncias das receitasdos bancos. A correspondência é baseada na propriedade do banco: (P) para os 
bancos privados; (F) para bancos estrangeiros; (FP) para os bancos com participação estrangeira, e (ST) 
para os bancos estatais 
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Figura 8. (a) Gráfico da MST de uma rede baseada na topologia das distâncias das receitas dos bancos. O 
formato do nó é baseado no tamanho do banco. A correspondência é: Elipse preta para bancos pequenos, 
elipse para bancos de tamanho micro, diamante para bancos médios e quadrado para os grandes bancos, (b) 
Gráfico da taxonomia hierárquica da árvore ultramétrica subdominante associada à MST de distâncias das 
receitas dos bancos. A correspondência é baseada no tamanho do banco: (M) para bancos de tamanho 
micro; (S) para bancos pequenos; (MD) para bancos médios; e (L) para os grandes bancos. 
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Figura 9. (a) Gráfico da MST de uma rede baseada na topologia das distâncias dos empréstimos dos 
bancos. O formato do nó é baseado na propriedade do banco. A correspondência é: elipse para Privado; 
elipse preta para bancos estrangeiros; quadrado para bancos com participação estrangeira e diamante para 
os bancos estatais, (b) Gráfico da taxonomia hierárquica da árvore ultramétrica subdominante associada à 
MST de distâncias dos empréstimos dos bancos. A correspondência é baseada na propriedade do banco: (P) 
para os bancos privados; (F) para bancos estrangeiros; (FP) para os bancos com participação estrangeira, e 
(ST) para os bancos estatais. 
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Figura 10. (a) Gráfico da MST de uma rede baseada na topologia das distâncias dos lucros dos bancos. O 
formato do nó é baseado no tamanho do banco. A correspondência é: Elipse preta para bancos pequenos, 
elipse para bancos de tamanho micro, diamante para bancos médios e quadrado para os grandes bancos, (b) 
Gráfico da taxonomia hierárquica da árvore ultramétrica subdominante associada à MST de distâncias dos 
lucros dos bancos. A correspondência é baseada no tamanho do banco: (M) para bancos de tamanho micro; 
(S) para bancos pequenos; (MD) para bancos médios; e (L) para os grandes bancos. 
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No geral, das árvores das MSTs e taxonomias hierárquicas, podemos inferir que a 
propriedade dos bancos parece ser mais relevante para a formação de clusters do que o 
tamanho dos mesmos e, portanto, os bancos que são semelhantes quanto à propriedade, 
podem perseguir as mesmas estratégias nos mercados de crédito. Por outro lado, as árvores 
são mais heterogêneas quando nos concentramos no tamanho dos bancos sugerindo que 
bancos com tamanhos diferentes podem ter objetivos e metas semelhantes. 
A partir da Tabela 1, podemos inferir que a importância dos bancos com diferentes 
propriedades depende do tipo de rede que está sob análise. Na rede de ativos bancários, os 
bancos públicos são os mais dominantes (dominância maior média) mas, em contrapartida, os 
bancos com participação estrangeira têm a maior dominância média nas redes dos 
empréstimos, lucros e dos patrimônios. 
A Tabela 3, que apresenta os resultados para a força de diferentes redes, confirmam 
estes resultados e um achado interessante é que os maiores bancos nem sempre são os mais 
importante nessas redes (Tabela 2). Eles têm a maior dominância média nas redes dos 
empréstimos, lucros e das receitas, enquanto os bancos de médio porte são os mais 
importantes nas redes de ativos e os bancos pequenos são os mais importantes nas redes de 
patrimônio. Os resultados utilizando medidas de força (Tabela 4) também sugerem que os 
bancos pequenos têm um papel importante em duas redes (receitas e empréstimos), enquanto 
que os micro bancos têm a maior força média na rede de lucros. Quando fazemos a mesma 
análise utilizando uma matriz de adjacência com um limiar de correlação de 0,5 ou 0,6, os 
resultados permanecem qualitativamente os mesmos.  
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Tabela 1. Esta tabela mostra as medidas estatísticas da dominância (beta) das redes bancárias. Os bancos 
são classificados pela propriedade. 
 
A correspondência é baseada na propriedade do banco: (P) para os bancos privados; (F) para os bancos 
estrangeiros; (FP) para os bancos com participação estrangeira; (ST) para os bancos estatais. 
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Tabela 2. Esta tabela mostra as medidas estatísticas da dominância (beta) das redes bancárias. Os bancos 
são classificados pelo seu tamanho. 
 
 
 
 
 
 
 
 
35 
 
Tabela 3. Esta tabela mostra as medidas estatísticas da força das redes bancárias. Os bancos são 
classificados pela sua propriedade. 
 
A correspondência é baseada na propriedade do banco: (P) para os bancos privados; (F) para os bancos 
estrangeiros; (FP) para os bancos com participação estrangeira; (ST) para os bancos estatais. 
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Tabela 4. Esta tabela mostra as medidas estatísticas da força das redes bancárias. Os bancos são 
classificados pelo seu tamanho. 
 
 
 A Figura 11 apresenta a entropia para cada rede, que é construída usando o histórico 
de ativos, empréstimos, lucros, patrimônio e receitas para os bancos da amostra. 
A evidência está em linha com diferentes graus de heterogeneidade de acordo com as 
variáveis que são usadas para construir a rede e, portanto, parece haver informações diferentes 
nestas variáveis, o que sugere que a análise destas redes diferentes pode valer a pena. A rede 
de patrimômios tem a maior heterogeneidade (medida pela entropia), o que implica que os 
bancos têm diferentes funções dentro desta rede, s ecomparado com as outras redes. 
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Comparou-se as medidas associadas à rede brasileira de bancos para as medidas 
associadas às versões randomizadas desta rede e uma vez que a distância métrica ݀௜,௝	medida 
desta rede pertence ao intervalo [0,2], nós podemos construirr edes aleatórias que satisfaçam 
essa característica. Em uma versão randomizada da rede, a distância	݀௜,௝	tem distribuição 
uniforme no intervalo [0, 2] e noutra versão da rede randomizada, a distância	݀௜,௝tem uma 
distribuição normal com a mesma média e mesma variância da rede original truncada em 0 e 
2. Para ambas as redes aleatórias, a entropia é sempre maior do que para a rede original e 
portanto, a desordem dentro das redes bancárias é aproximadamente 20% menor do que a 
encontrada em redes aleatórias. O mesmo resultado é válido para a medida de disparidade. 
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Figura11. Gráfico da entropia para cada rede. As redes são construídas usando os históricos dos ativos, dos 
empréstimos, dos lucros, do patrimônio e das receitas para os bancos da amostra. 
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Nós também fizemos o box-plot do valor de dominância para a rede de ativos para 
bancos na amostra (ver Figura 12), onde os bancos são representados por suas propriedades e 
por seus tamanhos. A partir destes valores é evidente que a propriedade e o tamanho parecem 
ter importantes caracteristicas e que diferentes bancos têm papéis distintos dentro da rede. Os 
bancos estrangeiros têm a maior dominância média na rede de ativos, seguidos pelos bancos 
públicos mas, no entanto, em linha com os resultados anteriores, essas descobertas mudam 
quando se analisam diferentes redes. Em média, parece que os grandes bancos desempenham 
um importante papel em todas as redes e quando fizemos os box-plot sde medidas de força, 
obtivemos qualitativamente os mesmos resultados. 
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Figura 12.(a) Box-plot do valor de dominância para a rede de ativos de bancos privados, estrangeiros, 
públicos e com participação estrangeira,(b) Box-plot do valor de dominância para a rede de ativos para 
bancos com diferentes tamanhos (Grandes, Médias, Pequenas e Micro). Os topos e fundos de cada caixa 
são os percentis 25 e 75 das amostras, respectivamente. As distâncias entre os topos e fundos são os 
intervalos inter quartis. A linha no meio de cada caixa é a mediana da amostra.Os traços são linhas que se 
estendem acima e abaixo de cada caixa. 
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4 Redes	de	taxas	de	juros12	
 
Utilizou-se a correlação cruzada das mudanças de taxas de juros de 05 de dezembro de 
1997 a 11 de março de 2008, onde o conjunto de dados foi apresentado como os fechamentos 
diários nos vencimentos da estrutura a prazo das taxas de juros e a matriz de correlação pode 
reperesentar tendências de longo prazo. A partir do retorno logarítmico das taxas de juros, que 
é definido como ௜ܵሺݐሻ ൌ ln൫Y୧ሺݐሻ൯ െ lnሺ ௜ܻሺݐ െ 1ሻሻ , onde ௜ܻሺݐሻ  é a taxa de juros com 
vencimento ݅ no tempo ݐ,	podemos calcular a função de correlação cruzada como: 
ߩ௜,௝ ൌ
〈 ௜ܵ	.		 ௝ܵ〉 െ 〈 ௜ܵ〉〈 ௝ܵ〉
ටሺ〈 ௜ܵଶ〉 െ 〈 ௜ܵ〉ଶሻሺ〈 ௝ܵଶ〉 െ 〈 ௝ܵ〉ଶሻ
 
 
onde	〈 ௜ܵ〉	representa a média estatística de ௜ܵ,௧ para um dado período de tempo. Todas 
as correlações cruzadas variam de -1 até 1, onde um valor de	ߩ௜,௝ ൌ 1	significa que as taxas 
têm uma correlação perfeita entre elas, e um valor de	ߩ௜,௝ ൌ െ1 sugere que as taxas são 
perfeitamente anticorrelacionadas e, além disso, a matriz ߩ௜,௝	tem ordem  ݊ ൈ ݊  se existem	݊ 
taxas na amostra e é simétrica se	ߩ௜,௝= ߩ௝,௜.   
O estudo da topologia da rede de taxas de juros, precisa que a MST utilize uma 
variável que pode ser interpretada como a distância, satisfazendo os três axiomas de distância 
euclidiana. Para construir a rede de taxas de juros, utlizamos a a distância métrica proposta 
por Mantegna (1999), ݀௜,௝ ൌ ඥ2ሺ1 െ ߩ௜,௝ሻ	 , onde 	ߩ௜,௝	é a correlação entre mudanças dos 
vencimentos ݅  e ݆ .  É a árvore de extensão do menor comprimento usando o algoritmo 
Kruskal de ݀௜,௝ , e é um gráfico sem ciclos conectando todos os nós com ligações. 
Seja a distância máxima	݀∗௜,௝	entre dois vencimentos sucessivos quando se deslocam 
da vencimento ݅	para a vencimento ݆	sobre o caminho mais curto do MST conectando esses 
dois vencimentos. A distância ݀∗௜,௝	é chamada distância ultramétrica subdominante e, um 
espaço ligado por estas distâncias, fornece um espaço topológico que tem associada uma 
única hierarquia indexada, satisfazendo os axiomas de distância euclidiana acima e também a 
seguinte desigualdade ultramétrica: 
 
݀௜,௝ ൑		max[݀௜,௞	,݀௞,௝] 
                                                            
12Estudo baseado no tabalho de Serra (2009) “The expectation hypothesis of interest rates and network theory: 
the case of Brazil”, publicado em Physica A. 
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Para construir a árvore hierárquica, usamos a distância ultramétrica subdominante ݀∗௜,௝  
nos algoritmos de cluster. Para uma interpretação melhor da árvore hierárquica da rede de 
taxas de juros, aplicamos dois algoritmos de cluster: o método de ligação simples e o método 
de ligação completa. O método de ligação simplificado (também conhecido como o vizinho 
mais próximo) é um dos métodos mais simples de clustering hierárquico e a característica 
delimitante do método é que a distância considerada se define como a distância entre os dois 
nós mais próximos. No método de ligação simples, a distância ܦ௦ pode ser definida como: 
 
ܦ௦ ൌ ܯ݅݊ሺ݀௜,௝ሻ 
 
onde as distâncias entre todos os possíveis nós emparelhados ( i, j) são computadas. 
Afirma-se que o valor mínimo dessas distâncias é a distância entre os nós ݅ e ݆ ou, em outras 
palavras, a distância entre dois nós é dada pelo valor da ligação mais curta entre os nós. Em 
cada etapa de aglomeração hierárquica, os nós ݅  e ݆ , para os quais ݀௜,௝  é mínimo, estão 
ligados. 
O método de clustering do tipo ligação completa (também conhecido como vizinho 
mais afastado) é o oposto do método de cluster do tipo ligação simples e, agora, a distância 
entre nós se define como a distância entre os dois nós mais distantes entre si. No método de 
ligação completa, a distância ܦ௖	pode ser definida como: 
 
ܦ௖ ൌ ܯܽݔሺ݀௜,௝ሻ	
 
onde as distâncias entre todos os possíveis nós emparelhados (i, j) são computadas. 
Assim, o valor máximo dessas distâncias é a distância entre os nós ݅ e ݆, ou seja, a distância 
entre dois nós é dada pelo valor da ligação mais longa entre os nós. 
Estudamos os métodos de ligação simples e de ligação completa, e descobrimos que o 
de ligação completa é mais adequado para a detecção de clusters numa rede de taxas de juros 
e esses resultados estão em conformidade com Di Matteo (2002). 
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4.1 Medidas	de	redes	ponderadas	
 
Com a finalidade de estudar a evolução dos parâmetros da rede ao longo do tempo, 
estimamos uma variedade de medidas de rede utilizando uma janela de deslocação de 
tamanho fixo (1008 observações). Assim, estimamos os parâmetros para a amostra que 
compreende a observação de 1 a 1008, de 2 a 1009, e assim por diante, até que usou-se toda a 
amostra, permitindo o estudo da evolução da rede ao longo do tempo utilizando essa 
abordagem dinâmica. 
Medidas de poder de dominação (Van den Brinke e Gilles, 2000), também chamadas 
β-medidas de nós individuais, são capazes de encontrar a centralidade em uma rede que leva a 
direção e o peso das relações em conta e, pode ser descrito como a seguir: 
ߚሺ݅ሻ ൌ෍ݓሺ݅, ݆ሻߣሺ݆ሻ
௡
௝ୀଵ
 
 
onde 	ݓሺ݅, ݆ሻ  é o peso das ligações conectadas ao vértice 	݅  e 	ߣሺ݆ሻ	 é o peso da 
dominância do nó j dado por  
ߣሺ݆ሻ ൌ෍ݓሺ݅, ݆ሻ
௡
௜ୀଵ
 
 
Estudamos também a centralidade de aproximação (closeness centrality) (Sabidussi, 
1966), que funciona como uma proxy para a proximidade com o resto dos vértices da rede e 
quanto maior seu valor,  mais próximo o vértice está em relação aos outros vértices (em 
média). Dado umvértice k e um gráfico G, podemos definí-la como: 
ܥሺ݇ሻ ൌ 1∑ ݀ீሺ݇, ݄ሻ௛∊ீ  
 
onde ݀ீሺ݇, ݄ሻé a distância mínima a partir do vértice k até vértice h, medindo assim, a 
influência de um vértice em um gráfico. 
Para um dado vértice ݅	com conectividade	݇௜	e força ௜ܵ, todos os pesos	ݓሺ݅, ݆ሻ	podem 
ser da mesma ordem se	 ௜ܵ ൌ ݇௜	e se um peso (ou um pequeno número de vértices) domina 
sobre os demais, podemos ter um caso heterogêneo. Esta medida é a disparidade (Barthélemy 
et al., 2005) do vértice i e pode ser calculada como: 
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ܦሺ݅ሻ ൌ ෍ ݓ௜௝
ଶ
ݏ௜௝∊௩ሺ௜ሻ
 
 
onde	ݒሺ݅ሻ	é o conjunto do vértices vizinhos de i. 
O coeficiente de agrupamento ponderado (Saramki et al., 2007) pode ser medido 
como: 
ܿ௜௪ ൌ 1ݏ௜ሺ݇௜ െ 1ሻ෍
ሺݓ௜,௝ ൅	ݓ௜,௛ሻ
2 ܽ௜௝ܽ௜௛ ௝ܽ௛௝,௛
 
 
onde	 ௜ܵ 	é a força do vértice e ݇௜	é o grau do vértice ݅. Este coeficiente está dentro do 
intervalo (0,1). Essas medidas não consideram apenas o número de trios fechados na 
vizinhança de um nó, mas também o seu peso relativo total com respeito à força do nó. 
Nós calculamos a entropia (Costa et al., 2007) da rede, a qual é dada por: 
ܪ ൌ෍ܲሺ݇ሻlog	ሺܲሺ݇ሻሻ
௞
 
 
O valor máximo da entropia é determinada para um grau de distribuição uniforme, 
enquanto que o mínimo é zero (todos os vértices têm o mesmo grau)13 e, com essa medida 
podemos calcular a heterogeneidade média da rede.   
Usamos o coeficiente ponderado de clustering proposto por Onnela et al. (2005), que 
reflete o tamanho das ponderações triangulares em comparação ao máximo na rede. O 
coeficiente ponderado de clustering pode ser medido como: 
ܥሚ௜,଴ ൌ 1݇௜ሺ݇௜ െ 1ሻ෍൫ݓෝ௜,௝ݓෝ௜,௞ݓෝ௝,௞൯
భ	
య		
௝,௞
 
 
onde usam ponderações escalonadas conforme a maior ponderação na rede,  ݓෝ௜,௝ ൌ
௪೔,ೕ
୫ୟ୶	ሺ௪ෝ೔,ೕሻ  e a contribuição de cada ponderação triangular depende de todas suas ponderações 
de arestas. 
 
 
 
                                                            
13Os pesos relativos da matriz de distâncias são empregados para calcular as probabilidades. 
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Também usamos o coeficiente ponderado de clustering proposto por Zhang et al. 
(2005), que pode ser medido como: 
ܥሚ௜,௓ ൌ
∑ ൫ݓෝ௜,௝ݓෝ௜,௞ݓෝ௝,௞൯௝,௞
൫∑ ݓෝ௜,௞௞ ൯ଶ െ ∑ ݓଶ෢ ௜,௞௞
 
 
onde as ponderações foram normalizadas por max൫ݓ௜,௝൯. Esse coeficiente ponderado 
de clustering é insensível ao ruido aditivo que pode resultar no aparecimento de arestas "falso 
positivas" com ponderações pequenas. Uma síntese desses métodos pode ser encontrada em 
Saramaki et al., 2007. 
Calculamos a força dos vértices da rede (Barthélemy et al.,2005; Leung e Chau, 2007), 
que é dada por: 
௜ܵ ൌ ෍ ݓ௜,௝
௝∈Γሺ୧ሻ
 
 
onde ݓ௜,௝ é a ponderação das ligações conectadas à vértice i e Γሺiሻ  são os vizinhos 
mais próximos de ݅. A medida de força dá a informação sobre a conectividade do nó e a 
importância das ponderações das suas ligações. 
A estrutura de vencimentos das taxas de juros varia com o tempo e depende das 
expectativas da futura política monetária e,em geral, as taxas de juros para os vencimentos de 
longo prazo são mais elevados que as com vencimentos em curto prazo. Entretanto, se o 
Banco Central elevar as taxas de juros, e isso for percebido como um aumento temporário 
devido a um aumento na inflação de curto prazo, os agentes poderão achar que as taxas de 
juros de curto prazo vão diminuir no futuro. Nesse caso, as taxas de juros de longo prazo 
poderão temporariamente ser inferiores às de curto prazo - o que significa uma curva de 
rentabilidade (estrutura de vencimentos) invertida. Tal curva de rentabilidade fornece 
informações importantes: os agentes acham que as taxas de juros de curto prazo vão diminuir 
e, além disso, a curva de rentabilidade pode ser plana ou côncava. 
As medidas de entropia e disparidade são úteis na avaliação do grau de 
heterogeneidade da rede, e como ela varia ao longo do tempo. Se o grau de entropia e 
disparidade aumenta ao longo do tempo, deve-se esperar uma mudança mais forte na 
configuração da curva de rentabilidade. 
As medidas de dominância e força são úteis para avaliar a relativa importância de cada 
nó na rede e, portanto, elas podem ser usadas para verificar se a taxa de juros SELIC é o nó 
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mais importante na rede de taxas de juros. E se esse for o caso, então nossos resultados são 
favoráveis à hipótese das expectativas. 
 
4.2 Dados	
 
Há 2530 observações de taxas de juros para diversos vencimentos, desde SELIC 
(Overnight) a 30 meses. Os dados são amostrados diariamente, começando em 5 de dezembro 
de 1997 e terminando em 11 de março de 2008. Construimos a rede usando distâncias 
correlacionais entre os vencimentos na amostra, conforme Mantegna (1999) 14 e usamos taxas 
de juros porque o nível é não estacionário. Temos 18 nós em nossa rede, constando de taxas 
de juros de diferentes vencimentos. 
Estudamos os diferentes vencimentos das taxas de juros na rede construida usando a 
MST anterior, com base no conceito de ultrametricidade. 
Também avaliamos a dinâmica da evolução das medidas de rede ao longo do tempo e 
empregamos uma abordagem recursiva, usando as primeiras 1008 observações para estimar a 
centralidade de aproximação, a disparidade, a entropia e o coeficiente de clustering. Para 
calcular essas medidas, usamos a matriz de correlações para cada período de tempo, 
recursivamente. 
 
4.3 Resultados	Empíricos	
 
As análises de redes têm muitas propriedades que ajudam os pesquisadores a 
entenderem as interações entre os agentes num sistema complexo. A hierarquia, como 
propriedade das redes, ajuda perceber que as redes muitas vezes têm uma estrutura em que os 
vértices se aglomeram em grupos que, por sua vez, se juntam para formar grupos de grupos, 
desde os níveis mais baixos da organização até ao nível da rede inteira. 
A árvore hierárquica ultramétrica, juntamente com a MST, fornece informações úteis à 
investigação do número e natureza dos fatores em comum que afetam as taxas de juros. A 
análise nos mostra que a influência dos fatores econômicos nas taxas de juros é específica 
para cada vencimento. 
                                                            
14 A fim de verificar se os resultados dependem da amostra específica, as 2530 observações foram divididas em 
duas amostras, com 1265 para o primeiro conjunto e 1265 para o segundo. 
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As taxas de juros com elevados valores das distâncias ݀௜,௝  são influenciadas por 
fatores característicos dessas taxas e para valores baixos de ݀௜,௝, as taxas de juros são afetadas 
ou por fatores que são comuns a todos os vencimentos ou por fatores que são específicos ao 
vencimento considerado das taxas de juros. O comprimento dos segmentos observado para 
cada grupo quantifica a relativa relevância desses fatores. 
Os padrões que podemos observar são tais que se as distâncias de ݀௜,௝ são baixas, as 
taxas de juros tendem a formar clusters fortes; e para valores elevados de ݀௜,௝, essas ligações 
tendem a ser fracas. Para nossa amostra completa, identificamos valores de ݀௜,௝ entre 0 e 1,4, 
indicando que a estrutura de vencimentos das taxas de juros brasileiras é homogênea no 
tocante aos vencimentos, e forma clusters fortes. 
A Figura 13 apresenta a MST e a árvore hierárquica da taxonomia da ultramétrica 
subdominante associada com a MST, para uma rede baseada nas distâncias das taxas de juros 
da amostra completa (5 de dezembro de 1997 a 11 de março de 2008). Apresentamos a rede 
baseada no vencimento de cada taxa de juros.15 A Figura 13b mostra a árvore hierárquica da 
taxonomia baseada no método de cluster de ligações simples. A MST e a árvore da taxonomia 
apresentada na Figura 13 sugerem o surgimento de clusters, e podemos ver que essas taxas de 
juros são agrupadas em clusters por vencimento 16. 
                                                            
15 Nós também dividimos a amostra em dois períodos de tempo e traçamos tanto a MST, quanto a árvore 
hierárquica ultramétrica subdominante associada à MST e encontramos qualitativamente os mesmos resultados. 
16  Construimos os gráficos dividindo a amostra em dois períodos de tempo, com a divisão da amostra antes e 
depois do Regime de Metas de Inflação e os resultados são qualitativamente os mesmos. 
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Figura 13. (a) Gráfico da MST de uma rede da amostra total das taxas de juros para o período de 05 de 
dezembro de 1997 a 11 de março de 2008. A forma dos nós é baseada nos seus prazos, em meses: 
(quadrado) para taxas de curto prazo, (elipse) para médio prazo e (losango) para taxas de longo prazo. (b) 
Gráfico da taxonomia da árvore hierárquica ultramétrica subdominante associada à MST da amostra total 
das taxas de juros, utilizando o método de agrupamento por ligação simples. 
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A Figura 14 apresenta a MST e a árvore hierárquica da taxonomia da ultramétrica 
subdominante associada com a MST, para uma rede baseada nas distâncias das taxas de juros 
da amostra completa (5 de dezembro de 1997 a 11 de março de 2008), mas a Figura 14b 
mostra a taxonomia da árvore hierárquica baseada no método de cluster de ligações 
completas. Apresentamos a rede baseada no vencimento de cada taxa de juros. 
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Figura 14. (a) Gráfico da MST de uma rede da amostra total das taxas de juros para o período de 05 de 
dezembro de 1997 a 11 de março de 2008. A forma dos nós é baseada nos seus prazos, em meses: 
(quadrado) para taxas de curto prazo, (elipse) para médio prazo e (losango) para taxas de longo prazo. (b) 
Gráfico da taxonomia da árvore hierárquica ultramétrica subdominante associada à MST da amostra total 
das taxas de juros, utilizando o método de agrupamento por ligação completa. 
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A Figura 15 apresenta a evolução das taxas de juros para diferentes vencimentos para 
o período de dezembro de 1997 a março de 2008. Percebemos que a dispersão das taxas de 
juros era muito maior no período anterior a 1999, quando foi implementado o sistema de 
metas inflacionárias e, além disso, vemos como as taxas de juros estão diminuindo ao longo 
do tempo. 
 
Figura 15. Gráfico da evolução das taxas de juros para diferentes vencimentos no período de 05 de 
dezembro de 1997 a 11 de março de 2008. 
 
A Figura 16 apresenta a evolução dos coeficientes de clustering das médias 
ponderadas, ܥሚ௜,଴ (proposta por Onnela et al., 2005 ) e ܥሚ௜,௓ (proposta por Zhang et al., 2005) 
para a rede de taxas de juros e essa figura mostra que esses coeficientes apresentam um baixo 
grau de heterogeneidade ao longo do tempo. 
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Figura 16. (a) Gráfico do coeficiente de clustering ܥሚ௜,଴, baseado no conceito de intensidade subgráfica  
proposto por Onnela et al., para taxas de juros. (b) Gráfico do coeficiente de clustering ܥሚ௜,௓ proposto por 
Zhang et al., em que os pesos foram normalizados por ݉ܽݔ	ሺݓሻ, para taxas de juros. 
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A Figura 17 apresenta a evolução da centralidade de aproximação e da entropia e essas 
médias de centralidade de aproximação se posicionam dentro dade (0.1465_0.2743). Essa 
medida diminuiu no período de 2001 a 2003; em seguida, estabilizou-se no período de 2004 a 
2006, e aumentou nos anos recentes. Finalmente, as medidas de entropia implicam num 
aumento na heterogeneidade da rede no período de 2003 a 2006, seguido por uma queda no 
período de 2006 a 2007 e, portanto, o grau de heterogeneidade parece flutuar ao longo do 
tempo. 
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Figura 17. (a) Gráfico da centralidade de aproximação média das taxas de juros, (b) Gráfico da entropia 
para toda a rede ao longo do tempo. Nós empregamos 1008 observações para cada cálculo e estimamos 
essas medidas recursivamente em uma base de média móvel. 
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A Figura 18 mostra a evolução da disparidade média e essas medidas de disparidade 
média estão dentro da faixa de (0.0973 - 0.1095). A partir das medidas de entropia e 
disparidade, percebemos que em geral, o grau de heterogeneidade parece estar aumentando 
com o tempo. A implicação é que há mudanças na informação fornecida pela estrutura de 
vencimentos das taxas de juros e é importante notar que esses resultados significam que as 
mudanças nas taxas de juros para diferentes vencimentos não têm sido proporcionais. Vale à 
pena mencionar que tais mudanças são relativamente pequenas: aproximadamente 12,5% e 
2,1%  para as medidas de disparidade e entropia, respectivamente. 
 
Figura 18. Gráfico da disparidade média das taxas de juros. Nós empregamos 1008 observações para cada 
cálculo e estimamos essas medidas recursivamente em uma base de média móvel. 
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Também estimamos um modelo de correção para êrro vetorial (VEC) para as taxas de 
juros em nossa amostra, onde a escolha de lags no modelo se baseia nos critérios de 
informação Akaike, pois nessa modelagem, permitimos que as taxas de juros co-integrem. A 
implicação é que elas têm uma tendência em comum (o que precede, de fato, em nossa 
amostra) e, portanto, executamos a análise acima com estes dados filtrados. A MST e a árvore 
taxonômica para o modelo VEC estão apresentadas na Figura 19. Desta figura, podemos 
inferir que os clusters parecem modificar-se um pouco e, além disso, os resultados para as 
medidas de rede são qualitativamente iguais. 
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Figura 19. (a) Gráfico da MST, para o modelo VEC, de uma rede da amostra total das taxas de juros para o 
período de 05 de dezembro de 1997 a 11 de março de 2008. A forma dos nós é baseada nos seus prazos, em 
meses: (quadrado) para taxas de curto prazo, (elipse) para médio prazo e (losango) para taxas de longo 
prazo. (b) Gráfico da taxonomia da árvore hierárquica ultramétrica subdominante associada à MST da 
amostra total das taxas de juros. 
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A Tabela 1 apresenta as medidas de força, de centralidade gráfica, dominância e 
centralidade de aproximação para cada vencimento. Apresentamos os resultados para a 
amostra completa (Painel A), para o período antes das metas de inflação (Painel B), e para o 
período depois das metas de inflação (Painel C). Desta tabela, podemos inferir que a taxa de 
juros SELIC é a mais importante, dentro da rede. A dominância dela é aproximadamente o 
dobro daquela de quaisquer outras taxas de juros (mensurada pelo β) na amostra completa, e 
continua em nível elevado nas amostras Pré-Metas de Inflação e Pós-Metas de Inflação. Além 
disso, as taxas de juros de curto prazo parecem ser as mais importantes na rede, seguidas pelas 
taxas de longo prazo. 
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Tabela 1. Medidas de redes para as taxas de juros brasileiras. 
 
A tabela mostra importantes medidas para a amostra total e para dados Pré-Metas de Inflação e Pós-
Metas de Inflação, para diferentes vencimentos. Nós encontramos que a taxa de juros de curto prazo é a 
mais importante dentro da rede taxa de juros seguida pela taxa de juros de longo prazo e médio prazo, 
respectivamente, em todos os painéis. É possível ver isso, observando na tabela as medidas de força e de 
dominância. 
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Juntos, esses resultados indicam que a hipótese das expectativas das taxas de juros 
parece se manter no Brasil, visto que o nó mais importante é a taxa básica de juros (SELIC). 
Também estimamos um modelo de correção para erro vetorial (VEC), incluindo um termo de 
correção de erros para as taxas de juros em nossa amostra. Ao assim fazer, testamos se a 
matriz de distância das variáveis endógenas estimadas dentro do sistema VEC compartilha as 
mesmas características dos dados brutos - o que parece ser o caso. Portanto, nossos resultados 
são robustos para estimar um modelo VEC para as taxas de juros e permitir relações de longo 
prazo entre essas taxas de juros. 
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5 Conclusão	
 
Este trabalho mostra que a árvore geradora mínima e a árvore hierárquica ultramétrica 
podem ser usadas para a análise do setor bancário brasileiro e, as evidências sugerem que o 
setor bancário brasileiro aglomera-se e é heterogêneo. Os resultados também fornecem uma 
indicação de que o setor é vulnerável à influência de riscos externos e tende a criar clusters 
completos e robustos, além de mostrar ques as redes bancárias têm menor entropia e 
disparidade em comparação às redes aleatórias, o que sugere um menor grau de desordem. 
Outro resultado importante, é que os pequenos bancos são os mais importantes nas redes 
baseadas em patrimônio, enquanto os micro bancos são importantes (possuem maior força) na 
rede  de lucros. Estes resultados sugerem que diferentes tipos de bancos podem desempenhar 
papéis importantes dentro da rede. 
Estudos adicionais poderiam estender esta análise de várias maneiras, como por 
exemplo, analisando redes semelhantes para países diferentes, poderíamos achar e adicionar 
alguns insights sobre a estrutura das redes bancárias. Poderíamos também estudar a evolução 
dinâmica das redes bancárias e o impacto da recente crise financeira sobre essa dinâmica, que 
não foi explorado e é uma questão importante a ser pesquisada. Finalmente, avaliação de 
redes multidimensionais, em que se analisam diferentes características dos bancos e como elas 
estão inter-relacionadas, é um bom desafio e um grande tema para pesquisas futuras. 
Este trabalho mostra que a árvore hierárquica ultramétrica pode ser usada para analizar 
a rede de estrutura de vencimentos brasileira e as evidências sugerem que a estrutura de 
vencimentos brasileira forma clusters e é homogênea. Os resultados também indicam que o 
setor é vulnerável à influência de riscos externos e tende a criar clusters completos e robustos 
e que tais clusters se definem pelo vencimento, ou seja, temos clusters de taxas de juros de 
curto, médio e longo prazo. 
Também desenvolvemos uma análise dinâmica da rede de taxas de juros, usando 
medidas de redes ponderadas: centralidade de aproximação, disparidade, entropia, dominância 
e clustering. Da análise, inferimos que as taxas de juros SELIC são os nós mais importantes 
na rede - o que reforça a hipótese das expectativas das taxas de juros. 
Este trabalho apresenta uma nova abordagem à análise da evolução da rede de taxas de 
juros e pesquisas adicionais poderiam focar as taxas de juros globais, a fim de avaliar as 
ligações entre os diferentes países. Igualmente, ao avaliar diversos países, o desenvolvimento 
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de gráficos de múltiplas dimensões poderá ser útil na análise simultânea das taxas de juros e 
das redes de taxas de câmbio. Finalmente, a análise das taxas de juros a prazo e à vista poderá 
proporcionar percepções interessantes sobre a busca de preços. Esses são temas importantes 
que devem compôr nossa pauta de pesquisas futuras. 
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